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บทสรุป 
บทความน้ี เปนการแนะนําสิ่งที่คิดขึ้นของปญหาบนการมีจริง และการประมาณคาวิธีทําซ้ําของจุดตรึงของการสงที่ไมขยาย และการสงที่ไมขยาย 

แบบเชิงเสนกํากับ ทฤษฎีบทการประมาณคาวิธีทําซ้ําของจุดตรึงสําหรับการสงที่ไมขยาย และการสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับในปริภูมิบานาค 
บางทฤษฎีบทไดถูกศึกษา และนําเสนอในบทความ 

คําสําคัญ: การสงที่ไมขยาย; การสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับ; การสงแบบหดตัว; การสงแบบลิพชิทซ; จุดตรึง 

Summary 
This  article  is  to  introduce  the concept of  the problem on  the existence  and  iterative  approximation of  fixed points  of 

nonexpansive  and  asymptotically  nonexpansive mappings.  Some  iterative  approximation  theorems of  fixed points  for 
nonexpansive and  asymptotically nonexpansive mappings  in Banach spaces are  studied and presented  in  the article. 
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บทนํา 

ทฤษฎีบทจุดตรึง (Fixed  Point Theory) นับวามีบทบาทเปน 
อยางมาก ตอการพัฒนาความเจริญกาวหนาทางวิชาการในทาง 
วทิยาศาสตรและเทคโนโลยีสมยัใหม ปญหาตางๆ ในทางวทิยาศาสตร 
เมือ่สามารถแปลงไดในรปูของตัวแบบทางคณิตศาสตร (mathematical 
model) ซึ่งอธิบายไดในรูปของ สมการ อสมการ ระบบสมการ และ 
ระบบอสมการ ซึง่สวนใหญแลว ปญหาทีซ่บัซอนก็มกัจัดได ในรปูของ 
สมการไมเชิงเสน (nonlinear equation) โดยปญหาใหญ 2 ปญหา 
ที่เกิดข้ึนตามมา คือ 

1. สมการ และอสมการดังกลาวมีคําตอบหรือไม นั่นคือ ปญหา 
การมีจริงของคําตอบ (Existence Problem) 

2. คําตอบเหลานัน้หาไดอยางไร 
ในการแกปญหาการมีคําตอบของสมการ หรอื อสมการ นัน้ เมือ่ 

นักคณิตศาสตรไดแปลงปญหาใหอยูในรูปของสมการ หรอื อสมการ 
ของตัวดําเนินการ (operator) แลว ปรากฏวา จุดตรึง (fixed point) 
ของตัวดําเนินการที่สรางข้ึน ก็คือ คําตอบของสมการ หรือ อสมการ 
ที่กําลังสนใจนั่นเอง หลังจากเมื่อทราบวา จุดตรึงของการสงมีจริง 
แลวก็มาถึงปญหาที่วา เราจะหาจุดตรึงนั้นไดอยางไร เรียกไดวาเปน 
การประมาณคาจุดตรึงของการสง (approximation of fixed point) 

ดังนั้น จึงมีนักคณิตศาสตรกลุมใหญไดพยายามสรางระเบียบวิธี 
ทําซ้ําแบบตางๆ มากมาย เพื่อใชประมาณคาจุดตรึงของการสงนั้น 
ซึ่งก็หมายความวา องคความรูทางทฤษฎีบทจุดตรึงสามารถตอบ 
คําถามของสองปญหาใหญขางตนได ดังนั้น การพัฒนาและสราง 
ทฤษฎีใหมๆ เพื่อตอบคําถาม 2 คําถามขางตน จึงกลายมาเปน 
ปญหาทีไ่มเฉพาะนกัคณิตศาสตรเทานัน้ทีใ่หความสนใจศกึษา แตนกั 
วิทยาศาสตรในอีกหลายสาขา นักวิศวกรรมศาสตร  รวมทั้ งนัก 
เศรษฐศาสตร กใ็หความสนใจในการทีจ่ะนาํทฤษฎีตางๆ ทีไ่ด เหลานัน้ 
ไปประยุกตเพือ่สรางงานและตอยอดงานวจัิยในเชงิประยุกต ตลอดจน 
การพัฒนาเทคโนโลยีที่ทันสมัยตางๆ ในทางวิทยาศาสตรเพื่อแก 
ปญหาและพัฒนาประเทศ ดังนั้น การศึกษาและการวิจัยในสาขา 
ทฤษฎีบทจุดตรึงจึงเปนทีส่นใจในวงกวางตอนักวชิาการ    จนทาํใหมี 
นกัวจัิยและนักวชิาการตลอดจนผูเชีย่วชาญทีท่ําการศึกษา และทําการ 
วิจยัในสาขานีเ้กิดข้ึนมาอยางตอเนือ่ง 

ตนกําเนิดของทฤษฎีบทจุดตรึงเกิดข้ึนยอนหลังไปเมือ่ ศตวรรษ 
ที่ 19 มกีารศึกษาการมีจรงิ (existence) และความเปนไดอยางเดียว 
(uniqueness) ของผลเฉลยโดยนักคณิตศาสตรหลายทาน อาทิเชน 
Cauchy, Liouville, Lipschitz, Peano, Fredholm และ Picard ซึง่ตอมา 
ไดมีการพัฒนาองคความรูพืน้ฐานนี้ตอไปอกี โดยนักคณิตศาสตรกัน 
อยางแพรหลาย ซึง่สามารถจําแนกปญหาทีน่าสนใจเกีย่วกบัทฤษฎีบท
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จุดตรึงออกไดเปน 2 ปญหา คือ การมจีริงของจุดตรึงของการสงและ 
การประมาณคาจุดตรงึของการสง นัน้ เรานยิามเซตของจุดตรงึของการ 
สง T (fixed point set of T) โดย Fix(T) = {x 0 ∈ x X C : Tx = x} เมื่อ 
C ไมเปนเซตวาง และ T เปนการสงจาก C ไปยัง C ทฤษฎีบทสําคัญ 
และมชีือ่เสยีงทีต่อบปญหา การมจีรงิของจุดตรงึของการสง มดัีงตอไปนี้ 
หลักการสงหดตัวของบานาค (Banach Contraction Mapping Prin- 
ciple) ทฤษฎีบทจุดตรงึของบราวเวอร (Brouwer's Fixed Point Theo- 
rem) ทฤษฎีบทจุดตรึงของชาวเดอร (Schauder's Fixed Point Theo- 
rem) ทฤษฎีบทของบราวเดอร-โกท (Browder-Gohde Theorem) 
และทฤษฎีบทของเคอรค (Kirk's Theorem) โดยผลที่ไดของทฤษฎี 
บทเหลานี ้ใหความจรงิทีส่ําคัญ คือ การสงมจุีดตรงึ ในกรณขีองการสง 
ทีเ่ปนการสงทีไ่มขยาย (nonexpansive mapping) นัน้ ปญหาการมจีรงิ 
ของจุดตรึงของการสง เปนปญหาที่นักคณิตศาสตรใหความสนใจ 
กันอยางมาก โดยนักคณิตศาสตรกลุมหนึ่งก็พยายามกําหนดเงื่อนไข 
ตางๆ ลงบนปริภูมิ เพื่อทําใหไดวา "ทุกๆ เซตปดคอนเวกซที่มีขอบ 
เขต (closed convex bounded set) C ⊆ X และทกุๆ การสงทีไ่มขยาย 
T : C → C มีจุดตรึง" ในป 1965 นักคณิตศาสตรที่ชื่อ Felix 
Browder ไดพสิูจนวา ถา C เปนเซตยอยปดคอนเวกซทีม่ขีอบเขตของ 
ปริภูมิฮลิเบิรต (Hilbert space) H และ T เปนการสงไมขยาย จาก C 
ไปยัง C แลว T มจุีดตรึงใน C ย่ิงไปกวานัน้ ยังใหผลที่เปนจรงินี้ดวย 
สําหรับปริภูมิ บานาคคอนเวกซเอกรูป (uniformly convex Banach 
space) และในปเดียวกนั W. A. Kirk ไดพิสูจนวา ถา X ทีเ่ปนปรภิูมิ 
บานาคสะทอน (reflexive Banach space) และ C เปนเซตยอยปด 
คอนเวกซ ของ X ซึง่มสีมบัติโครงสรางปกติ (normal structure) และ 
ให T เปน การสงที่ไมขยายจาก C ไปยัง C แลว T มีจุดตรึงใน C 

สําหรับการประมาณคาจุดตรึงของการสง โดยการสรางระเบียบ 
วิธีทําซ้ําแบบตางๆ นั้น จากทฤษฎีบทหลักการสงหดตัวของบานาค 
ซึง่เปนทฤษฎีบททีเ่ปนทีรู่จักกนัอยางกวางขวาง และมปีระโยชนมากมาย 
ในระยะแรกที่คิดคน โดยนักคณิตศาสตรชื่อดังชาวโปแลนด คือ 
Stefarn Banach พบวา สามารถใชระเบยีบวธิทีาํซ้าํแบบงายๆที ่เรยีกวา 
ระเบียบวิธีทําซ้ําปการ (Picard iteration) ในการประมาณคาจุดตรึง 
ของการสง นั่นคือ ให 0 ∈ x X นิยาม 1 n n x Tx + = เมื่อ 0,1,2, n = K 

จะได 0 =  n 
n x T x สําหรับทุกๆ ∈ n N ในกรณีที่ T : C → C 

เปนการสงทีไ่มขยายเรามตัีวอยางงายๆ วาระเบียบวธิทีําซ้าํปการไมลูเขา 
ดังตัวอยางเชน ให T : R→ R กําหนดโดย Tx = 1-x สําหรบัทกุๆ 
x 0 ∈ x X R ซึ่งเห็นไดชัดวา T เปนการสงที่ไมขยาย (ตรวจสอบไดงายๆ 
โดยนิยาม 1.1 ในหัวขอตอไป) และมีจุดตรึง 
คือ    และถาเราเลือก 0 

1 
3 

= x พบวา ลําดับของปการ (Picard 
sequence) คือ 1 2 1 2 1 2 ( , , , , , , ) 

3 3 3 3 3 3 
K ซึ่งก็หมายความวา 0 ( ) n T x 

ไมลูเขา ดังนัน้ จึงมนีกัคณิตศาสตรกลุมใหญไดพยายามสรางระเบียบ 
วิธีทําซ้ําแบบตางๆ มากมายที่สามารถตอบคําถามที่เกี่ยวกับการ 
ประมาณคาจุดตรึงของการสงไดกวางกวาระเบียบวิธีทําซ้ําปการ 
เพือ่ใชในการประมาณคาจุดตรงึของการสงทีไ่มเฉพาะเปนการสงทีไ่ม 
ขยายแตเปนการสงที่กวางขวางมากข้ึน เชน การสงที่ไมขยายแบบ 
เชงิเสน กาํกบั (asymptotically nonexpansive mapping) Mann (1953) 
ไดสรางระเบียบวิธีทําซ้ําสําหรับประมาณคาจุดตรึงของการสงใน 
ปรภิมูฮิลิเบิรต  โดยเรยีกระเบียบวธิทีําซ้าํนีว้า "Mann IterationProcess" 
ตอมา Ishikawa (1974) ไดสรางระเบียบวิธีทําซ้ําแบบใหมสําหรับ 

ประมาณคาจุดตรงึของการสงในปรภิูมบิานาค โดยเรยีกระเบียบวธิทีํา 
ซ้ํานี้วา "Ishikawa Iteration Process" ซึ่งระเบียบวิธีทําซ้ําสําหรับ 
ประมาณคาจดุตรงึทัง้สองนีม้ชีือ่เสียงอยางมาก และไดถกูนําไปศกึษา 
และประยุกตใชงานกันอยางแพรหลาย 

การมีจริงของจุดตรึงของการสงท่ีไมขยาย และการสงท่ีไมขยาย 
แบบเชงิเสนกํากบั 

ในหวัขอนี ้เราจะใหบทนยิามและทฤษฎีบททีเ่กีย่วของกบัการมจีรงิ 
ของจุดตรงึของการสงทัง้ทีเ่ปนการสงทีไ่มขยายและการสงทีไ่มขยาย 
แบบเชิงเสนกํากับ โดยเราจะเริ่มดวยบทนิยามของการสงที่ไมขยาย 
ดังตอไปนี้ 
บทนิยาม 1.1 ให X เปนปริภูมินอรม (norm space) C และ 
เปนเซตยอยที่ไมเปนเซตวาง ของ X การสง T : C→ C จะเรียกวา 
การสงท่ีไมขยาย (nonexpansive mapping) ถา Tx Ty x y − ≤ − 

สําหรับทุกๆ x, y ที่เปนสมาชิกของ C 
บทนิยาม 1.2 ให (X, d) เปนปริภูมิเมตริกบริบูรณ (complete 
metric space) และ T : X → X จะกลาววา T เปน การสงแบบ 
ลิพชิทซ (Lipschitzian mapping) ถามี 0 ≥ k ซึง่ ( , ) ( , ) ≤ d TxTy kd x y 
สําหรับทุกๆ x,y 0 ∈ x X X และจะเรียกคาคงตัว ที่นอยที่สุดวาคาคงตัว 
ลิพชิทซ (Lipschitz constant) 
ขอสงัเกต 1 ถา K > 1 แลวการสง T จะเรยีกวาเปน การสงแบบหดตวั 
(contraction mapping) ทฤษฎีบทตอไปนีเ้ปนทฤษฎีบทที่มชีื่อเสยีง 
อยางมาก โดยใหความจริงที่สําคัญ คือการสง T มีจุดตรึง 
ทฤษฎีบท 1.3 (หลักการสงหดตัวของบานาค) ถา (X, d) เปน 
ปริภูมิเมตริกบริบูรณ และ T : X → X เปนการสงแบบหดตัว แลว 
T จะมีจุดตรึงเพียงจุดเดียวเทานั้น และสําหรับ x 0 ∈ x X X จะไดวา 

0 lim 
→∞ 

= n 

n 
T x x และ 0 ( , ) ( , ) 

1 
≤ 

− 

n 
n  k d T x x d x Tx 

k 
เมื่อ k 0 ∈ x X (0, 1) ซึ่ง 

( , ) ( , ) ≤ d Tx Ty kd x y สําหรับทุกๆ x, y 0 ∈ x X X 
ทฤษฎีบท 1.4 (ทฤษฎีบทจุดตรึงของบราวเวอร) ถา C เปนเซตยอย 
คอนเวกซกระชับ (convex compact subset) ที่ไมใชเซตวางของ R n 

และ T : C→ C เปนการสงตอเนื่อง (continuous mapping) แลว 
T มีจุดตรึงใน C 
ทฤษฎีบท 1.5 (ทฤษฎีบทจุดตรึงของชาวเดอร) ถา X เปนปริภูมิ 
บานาคจริง (real Banach space) และ C เปนเซตยอยปด คอนเวกซ 
ที่มีขอบเขตและไมเปนเซตวางของ X ให T : C → C เปนการสง 
กระชับแลว T มีจุดตรึงใน C 

Browder (1965) ไดพิสูจนวา ถา C เปนเซตยอยปด คอนเวกซ 
ที่มีขอบเขต ของปริภูมิฮิลเบิรต X และ T : C → C เปนการสง 
ที่ไมขยาย แลว T จะมีจุดตรึงใน C ย่ิงไปกวานั้นยังแสดงผลที่ไดนี้ 
เปนจริงดวย เมือ่ X เปนปริภมูิบานาคคอนเวกซเอกรปูและในปเดียว 
กัน Kirk ไดแสดงวา ถา X เปนปริภูมบิานาคสะทอน และ C เปนเซต 
ยอยปด คอนเวกซ ที่มีขอบเขต ของ X ซึ่งมีสมบัติโครงสรางปรกติ 
และให T : C→ C เปนการสงที่ไมขยาย แลว T มีจุดตรึงใน C ดัง 
ทฤษฎีบทที่ 1.6 และ 1.7 
ทฤษฎีบท 1.6 (ทฤษฎบีทบราวเดอร-โกท) ถา X เปนปริภมูิบานาค 
คอนเวกซเอกรูป และ C ⊆ X เปนเซตยอยปด คอนเวกซ ทีม่ีขอบเขต 
ให T : C → C เปนการสงที่ไมขยาย แลว T มีจุดตรึงใน C
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ทฤษฎีบท 1.7 (ทฤษฎีบทของเคอรค) ถา X ที่เปนปริภูมิบานาค 
สะทอน และ C เปนเซตยอยปด คอนเวกซ ของ X ซึง่มโีครงสรางปรกติ 
และให T เปนการสงที่ไมขยายจาก C ไปยัง C แลว T มีจุดตรึงใน C 

สําหรับการสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับนั้น เปนการสงที่เปน 
การวางนยัทั่วไปของการสงที่ไมขยาย ซึ่งนิยามไดดังตอไปนี้ 
บทนิยาม 1.8 ให X เปนปริภูมินอรม และ C เปนเซตยอยที่ไมเปน 
เซตวางของ X การสง T : C→ C จะถูกเรียกวา การสงท่ีไมขยาย 
แบบเชิงเสนกํากับ (asymptotically nonexpansive mapping) ถามี 
ลําดับ{ } [ ) 1, , 1 n n k k ⊂ ∞ → เมื่อn→∞ ซึ่งทําให n n 

n T x T y k x y − ≤ − 

สําหรับทุกๆ x, y ที่เปนสมาชิกของ C และทุกๆ 1 n≥ 

บทนิยาม 1.9 การสง T จะถูกเรียกวาเปน การสงเอกรูปดวยคา 
คงตัวลพิชิทซ L (uniformly L-Lipschitzian) ถามีคาคงตัว ทีเ่ปน 
บวก ซึง่ทาํให n n T x T y L x y − ≤ − สาํหรบัทกุๆ x, y ทีเ่ปนสมาชกิ 
ของ C และทุกๆ 1 n≥ 

ขอสังเกต 2 เราพบวาถา K n = 1 แลวการสง T จะเปนการสงที่ 
ไมขยาย ซึ่งก็หมายความวา การสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับเปน 
การสงที่กวางข้ึนกวาการสงที่ไมขยาย และเรายังพบความจริงอีกวา 
ถาการสง T เปนการสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับ T แลวการสง 
จะเปนการสงเอกรูปดวยคาคงตัวลิพชิทซ L เมือ่ { } sup : 1 n L k n = ≥ 

อกีดวย 
Goebel และ Kirk (1972) ไดพิสูจนทฤษฎีบทที่ใหความจริง 

สําหรับการมีจริงของจุดตรึงของการสงที่เปนการสงที่ไมขยายแบบ 
เชิงเสนกํากับที่สําคัญ คือ 
ทฤษฎีบท 1.10 ถา C เปนเซตยอยปดคอนเวกซที่มีขอบเขตและ 
ไมใชเซตวางของปรภิมูบิานาคคอนเวกซเอกรูป X และ T เปนการสง 
ที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับจาก C ไปยัง C แลว T มีจุดตรึงใน C 

หลงัจากการพยายามตอบปญหาการมจีรงิของจดุตรึงของการสง 
ทั้งที่เปนการสงที่ไมขยาย และการสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับ 
โดยนิยาม และทฤษฎีบทที่ไดในหัวขอที่ 1. นั้น ก็มาถึงปญหาที่ 2. 
คือ จะสามารถหาจุดตรึงของการสงนั้นไดอยางไร นั่นก็คือ เปนการ 
สรางระเบียบวิธีทําซ้ํา สําหรับประมาณคาจุดตรึงของการสง ซึ่งจะ 
กลาวในหวัขอตอไปนี้ 

การประมาณคาวิธีทําซ้ําของจดุตรึงของการสงท่ีไมขยายและ 
การสงท่ีไมขยายแบบเชิงเสนกํากับ 

การประมาณคาวิธีทําซ้ําของจุดตรึงของการสง ก็คือ การสราง 
ระเบียบวธิทีาํซ้าํสาํหรบัประมาณคาจุดตรงึของการสง โดยไดใหเงือ่นไข 
ที่พอเพียง สําหรับการลูเขาแบบออน (weak convergence) และ 
แบบเขม (strong convergence) ของระเบียบวธิทีําซ้าํทีส่รางข้ึน สําหรบั 
การสงทีไ่มขยายนัน้ ระเบียบวธิทีําซ้ําทีม่ชีือ่เสยีง และไดถกูนาํมาศกึษา 
โดยนักคณิตศาสตรและถูกนํามาประยุกตใชงานกันอยางแพรหลาย 
ไดแก ระเบียบวิธีทําซ้ําที่เรียกวา "Mann iteration process" ซึ่งสราง 
ข้ึนโดยนักคณิตศาสตรชื่อ Mann (1953) และ "Ishikawa iteration 
process" ซึ่งสรางข้ึนโดยนักคณิตศาสตรชื่อ Ishikawa (1974) โดย 
ระเบียบวิธีทําซ้ําของ Mann สําหรับประมาณคาจุดตรึงของการสง T 
คือ สําหรับ 1 n ≥ ให 

1 1 ,        (1 ) n n n n n x C x Tx x α α + ∈ = + − (1) 

เมื่อลําดับ { } [ ] 0,1 n α ⊂ ซึ่งตอมา Ishikawa ไดใหเงื่อนไขที่ 
พอเพียงสําหรับการลู เขาแบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง T ดัง 
ทฤษฎีบทตอไปนี้ 
ทฤษฎีบท 2.1 ถา C เปนเซตยอยคอนเวกซกระชับ ของปรภิมูิบานาค 
X และ T : C→ C เปนการสงที่ไมขยาย และลําดับ {x n } นิยามโดย 
(1) เมื่ อกําหนดใหลําดับ { } [ ] 0,1 n α ⊂ ซึ่ งสอดคลองเงื่ อนไข 

1 

,       l im   1 n n x 
n 

su b α α 
∞ 

→ ∞ 
= 

= ∞ < ∑ แลว {x n } ลําดับ ลูเขาแบบเขมไป 

ยังจุดตรึงของการสง T 
ย่ิงไปกวานัน้ Ishikawa ยังไดสรางระเบยีบวธิทีําซ้าํแบบใหมทีเ่ปน 

การขยายระเบียบวิธีทําซ้ําของ Mann สําหรับประมาณคาจุดตรึงของ 
การสง T ดังตอไปนี้ คือ สําหรับ 1 n ≥ ให 

1 x C ∈ , n 

1 

y (1 ) 
(1 ) 

n n n n 

n n n n n 

T x x 
x T y x 

β β 
α α + 

= + − 

= + − , 1 n ≥ (2) 

เมื่อกําหนดใหลําดับ { } { } [ ] , 0,1 n n α β ⊂ ซึ่งเราเรียกระเบียบวิธี 
ทําซ้ํานี้วา Ishikawa iteration process และตอมา Reich (1979) ได 
ใหเงือ่นไขทีพ่อเพยีงสาํหรบัการลูเขาแบบออนไปยังจุดตรงึของการสง 
T ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 
ทฤษฎีบท 2.2 ถา C เปนเซตยอยปด คอนเวกซ ที่ไมใชเซตวางของ 
ปรภิูมบิานาคคอนเวกซเอกรูป X ภายใตนอรมทีห่าอนพุันธได เฟรเช 
(Fr chet differentiable) และ T : C → C เปนการสงที่ไมขยาย 
แลว ลําดับ {x n } นยิามโดย (1) ลูเขาแบบออนไปยังจุดตรงึของการสง 
T เมื่อกําหนดให 

1 

(1 ) n n 
n 

α α 
∞ 

= 

− = ∞ ∑  
สําหรับระเบียบวิธีทําซ้ํา (2) Tan และ Xu (1993) ไดพิสูจน 

ทฤษฎีบทการลูเขาแบบออนไปยังจุดตรงึของการสง T ภายไตเงือ่นไข 
ที่พอเพียงบางอยาง ดังทฤษฎบีทตอไปนี้ 
ทฤษฎีบท 2.3 ถา C เปนเซตยอยปด คอนเวกซ ที่ไมใชเซตวางของ 
ปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป X ซึ่งสอดคลองเงื่อนไขของโอเปยล 
(Opial's condition) หรือภายใตนอรมที่หาอนุพันธไดเฟรเช และ 
T : C→ C เปนการสงที่ไมขยาย แลว ลําดับ {x n } นิยาม โดย (2) 
ลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง T เมือ่กําหนดให ลําดับ {α n } 
และ {β n } สอดคลองเงื่อนไข 

1 

(1 ) , n n 
n 

α α 
∞ 

= 

− = ∞ ∑ 
1 

(1 ) n n 
n 

β β 
∞ 

= 

− < ∞ ∑ 
และ lim sup 1 n n 

β 
→ ∞ 

< 

ซึ่งตอมา Takahashi และ Kim (1998) ไดพิสูจนการลูเขาแบบ 
ออนไปยังจุดตรึงของการสง T ภายไดเงื่อนไขที่พอเพียงบางอยาง 
ที่แตกตางจาก ทฤษฎีบท 2.3 ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 
ทฤษฎีบท 2.4 ถา X ปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป ซึ่งสอดคลอง 
เงื่อนไขของโอเปยล หรือภายใตนอรมที่หาอนุพันธไดเฟรเช และ C 
เปนเซตยอยปด คอนเวกซ ทีไ่มใชเซตวางของ X และ : T C C → 

เปนการสงที่ไมขยายที่มีจุดตรึงแลว ลําดับ {xn} นิยามโดย (2) 
ลูเขาแบบออน ไปยังจุดตรึงของการสง T เมือ่กําหนดให  ลําดับ {an} 
และ {bn}สอดคลองเงื่อนไข หรือ [ ] [ ] , 1 , , n n a a b α β ∈ ∈ 

สําหรับบางคา a, b ซึ่ง 0 1 a b < ≤ < 

สําหรับในกรณีของการสงทีเ่ปนการสงทีไ่มขยายแบบเชงิเสนกํากบั 
นั้น Schu (1991) ไดสรางระเบียบวิธทีําซ้ําทีเ่รียกวา "The Modified 
Mann Iteration Method" และ "The Modified Ishikawa Itera- 
tion Method" สําหรับประมาณคาจุดตรึงของการสง T เมื่อ C เปน 
เซตยอย คอนเวกซ ทีไ่มใชเซตวางของปรภิมูบิานาค X และ : T C C →



188                                                                                                                                              Naresuan University Journal 2009; 17(2) 

เมื่อกําหนดให  ลําดับ {α n },{β n } เปนสมาชิกของ [0,1] โดยนิยาม 
ไดดังตอไปนี้   สําหรับ 1  , x C ∈ และ 1 n ≥ 

The Modified Mann Iteration Method: 

1  (1 ) n 
n n n n n x T x x α α + = + − (3) 

The Modified Ishikawa Iteration Method: 

1 

(1 ) , 

(1 ) 

n 
n n n n n 

n 
n n n n n 

y b T x b x 

x T y x α α + 

= + − 

= + − (4) 

นอกจากน้ี Schu ยังไดใหเงื่อนไขที่พอเพียงสําหรับการลูเขา 
แบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง T ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 
ทฤษฎีบท 2.5 สําหรับปริภูมิฮิลเบิรต H ถา C เปนเซตยอยปด 
คอนเวกซ ที่มีขอบเขตและไมใชเซตวางของ H และให T : C→ C 
เปนการสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับและตอเนื่องแบบบริบูรณ 

ซึ่งลําดับ {k n } สอดคลองเงื่อนไข 1 n k ≥ และ 2 

1 

( 1) n 
n 

k 
∞ 

= 

− < ∞ ∑ 

กําหนดให ลําดับ { } n α อยู ใน [ ] 0 ,1 ซึ่ งสอดคลองเงื่ อนไข 
1 n ε α ε ≤ ≤ − สําหรับบางคาของ 0 ε > และทุกคาของ 1 n ≥ แลว 

ลําดับ {x n } นิยามโดย (3) ลูเขาแบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง T 
Rhoades (1994) ยังไดแสดงผลที่ไดนีเ้ปนจริง สําหรบัระเบียบ 

วิธีทําซ้ํา (4) และสําหรับ X ที่เปนปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูปอีก 
ดวย ซึ่งตอมา Osilike และ Aniagbosor (2000) ไดพสิูจนวาสําหรับ 
ปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป X ที่สอดคลองเงื่อนไขของโอเปยล 
ลําดับ {x n } นิยามโดย (4) ลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง T 

Glowinski และ Tallec Le (1989) ไดแสดงวา ระเบียบวิธีทําซ้ํา 
สามข้ันตอนใหผลเชิงตัวเลขดีกวาระเบียบวิธีทําซ้ําสองขั้นตอนและ 
หนึง่ข้ันตอน โดย Glowinski และ Tallec Leไดใชระเบียบวธิทีําซ้ําสาม 
ข้ันตอนในการประมาณคาผลเฉลยของปญหา elastoviscoplasticity 
problem, liquid crystal theory และการคํานวณคาลักษณะเฉพาะ 
(eigenvalue computation) ดังนั้น จึงมีนักคณิตศาสตรกลุมหนึ่งได 
พยายามสราง และศกึษาระเบียบวธิทีําซ้าํสามข้ันตอนสําหรบัประมาณ 
คาจดุตรึงของการสง 

Xu และ Aslam Noor (2002) ไดสรางและศึกษาระเบียบวิธีทําซ้ํา 
สามข้ันตอน ดังตอไปนี้ สําหรับ 1 n ≥ ใหลําดับ { } { } { } , , n n n x y z คือ 

1 

(1 ) 
(1 ) , 
(1 ) , 

n 
n n n n n 

n 
n n n n n 

n 
n n n n n 

z a T x a x 
y b T z b x 
x T y x α α + 

= + − 

= + − 

= + − 
(5) 

และได พิ สู จน ว าภายใต เงื่ อนไขที่ พอเพี ยงบางอย างลําดั บ 
{ } { } { } , , n n n x y z นิ ยามโดย (5) ลู เข าแบบเขมไปยั งจุดตรึ ง 
ของการสง  และเรียกระเบยีบวิธทีําซ้ํานีว้า “Noor Iteration Method” 
ซึ่งตอมา ศ.ดร.สุเทพ สวนใต (Suantai, 2005) ไดสรางระเบียบวิธี 
ทําซ้ําสาม ข้ันตอนแบบใหมข้ึน ซึง่เปนการขยายและปรบัปรุง ระเบียบ 
วิธีทําซ้ําที่นิยามโดย (5) โดยเรียกระเบียบวิธีทําซ้ําที่สรางข้ึนมา 
ใหมนี้วา "The Modified Noor Iteration Method" และนิยามได 
ดังตอไปนี้ สําหรับ 1 n ≥ 

1 

(1 ) 
(1 ) , 
(1 ) , 

n 
n n n n n 

n n 
n n n n n n n n 

n n 
n n n n n n n n 

z a T x a x 
y b T z c T x b c x 
x T y T z x α β α β + 

= + − 

= + + − − 

= + + − − 
(6) 

และไดพิสจูนวา ภายใตเงือ่นไขที่พอเพียงบางอยาง ลําดับ 

{ } { } { } , , n n n x y z นยิามโดย (6) ลูเขาแบบเขมไปยังจุดตรงึ ของการ 
สง T นอกจากนั้นยังไดพิสูจนอีกวา สําหรับปริภูมิบานาคคอนเวกซ 
เอกรูป X ทีส่อดคลองเงือ่นไขของโอเปยล ลําดับ {x n } นยิามโดย (6) 
ลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง T 

จากทีผ่านมาเปนการศกึษาการสง T ทีเ่ปนการสงไปยังเซตเดียว 
กนั ซึง่เราเรยีกการสงในลกัษณะนีว้า เปนการสงในตัว (self-mapping) 
ตอไปลองพิจารณาตัวอยางตอไปนี ้

ตัวอยาง กําหนดให [ ] : 0 , 1 T → ¡ (เมื่อ ¡ เปนเซตของ 
จํานวนจริง) นิยาม โดย 2 2 T x x = ถาเราให 1  1 x = แลวเราพบวา 

2  2 x = ไมเปนสมาชิกของ [0 ,1] C = ซึ่งก็หมายความวา ลําดับ 
{ } n x ไมนิยาม นั่นคือ ลําดับ { } n x นิยามโดย 1 n n x T x + = ไมเปน 
สมาชิกของ C 

จากตัวอยาง เราเรียกการสง T ในลักษณะนี้วา การสงนอกตัว 
(nonself-mapping) ดังนั้น ตัวดําเนินการ การฉาย(projection op- 
erator) จะเขามามีบทบาทในการสง n Tx ใหเปนสมาชิกของ C มีนัก 
คณิตศาสตรทีส่นใจปญหานี้และไดทําการศึกษา และพบความจริงวา 
สําหรบัปรภิมูฮิลิเบริตจรงิ (real Hilbert space) H และการฉายเมตรกิ 
(metric projection) : C P H C → ลําดับ{ } n x นิยามโดย 1 n C n x P Tx + = 

เปนสมาชิกของ C ย่ิงไปกวานั้น ยังพบวา C P มีสมบัติที่สวยงาม คือ 
เปนการสงทีไ่มขยาย นัน่คือ C C P x P y x y − ≤ − สาํหรบัทกุๆ , x y H ∈ 

แตเปนที่นาเสียดายวา สมบัตินี้ไมจริงบนปริภูมิบานาคทั่วไป (gen- 
eral Banach space) ดังนั้นการศึกษาบน ปริภูมิบานาคทั่วไปจึงตอง 
อาศยัความจรงิ ดังตอไปนี ้คือ เซตยอย C ของปรภิมูบิานาคคอนเวกซ 
เอกรูป X จะถูกเรียกวาเปนเซตที่ หด (retract) ถามีการสงตอเนื่อง 
: P X C → ซึง่ทําให Px x = สําหรบัทกุๆ x C ∈ และความจริงทีว่า 

ทกุๆ เซตยอยปด คอนเวกซ ของปรภิมูบิานาคคอนเวกซเอกรปูเปนเซต 
ทีห่ด และถา 2 P P = แลว เราเรยีกการสง : P X X → วาเปนการหด 
(retraction) 

สําหรับการสงที่ไมขยายแบบนอกตัว (nonexpansive nonself- 
mapping) นั้น Jung และ Kim (1998) ไดพิสูจนโดยใหความจริงที่ 
สําคัญสําหรบัการมจีรงิของจุดตรงึของการสงทีไ่มขยายแบบนอกตัวใน 
ปริภูมิบานาคคอนเวกซเอกรูป  ภายใตนอรม uniformly G ˆ a teaux 
differentiable และในปเดียวกนั Takahashi และ Kim (1998) ไดให 
เงื่อนไขที่พอเพียง สําหรบัการลูเขาแบบเขม ไปยังจุดตรึงของการสง 
ทีไ่มขยายแบบนอกตัวในปรภิมูบิานาคสะทอน ภายใตนอรม uniformly 
G ˆ a teaux  differentiable 

สําหรับในกรณีที่การสง T เปนการสงที่ไมขยายแบบเชิงเสน 
กํากบัแบบนอกตัว (asymptotically nonexpansive nonself-mapping) 
Chidume และคณะ (2003) ไดใหนิยามของการสงที่ ไมขยาย 
แบบเชงิเสนกํากับแบบนอกตัว ดังตอไปนี ้

บทนิยาม การสง : T C X → จะถูกเรียกวาเปน การสงที่ไมขยาย 
แบบเชงิเสนกํากบั ถามลีําดับ{ } [ ) 1, , 1 n n k k ⊂ ∞ → เมือ่ n→∞ ซึง่ทํา 
ให 1 1 ( ) ( ) n n 

n T PT x T PT y k x y − − − ≤ − สําหรับทุกๆ , x y ที่เปน 
สมาชิกของ C และทุกๆ 1 n ≥ และการสง T จะเรียกวา เปนการสง 
เอกรูปดวยคาคงตัวลิพชิทซ L ถามีคา คงตัว ที่เปนบวก L ซึ่งทําให 

1 1 ( ) ( ) n n T PT x T PT y L x y − − − ≤ − 

สําหรับทุกๆ , x y ที่เปนสมาชิกของ C และทุกๆ 1 n ≥ 

โดย Chidume และคณะ (2003) ไดสราง และศึกษาระเบียบวิธี
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ทําซ้ํา  ซึ่ งนิยามโดย ( )  1 
1  ( (1 ) ) , n 

n n n n n x P T P T x x α α − 

+ = + − 

เมือ่ 1 n ≥ และลําดับ { }  ( 0 , 1 ) n α ⊆ และไดพสิจูนวาภายใตเงือ่นไข 
ทีพ่อเพยีงบางอยางลําดับ{ } n x ซึง่นยิามโดย ( )  1 

1  ( (1 ) ) n 
n n n n n x P T PT x x α α − 
+ = + − 

ลูเขาแบบเขมไปยังจุดตรึงของการสง T นอกจากนั้น ยังไดพิสูจนวา 
สําหรบั ปรภิมูบิานาคคอนเวกซเอกรปู X ภายใตนอรมทีห่าอนพุนัธได 
เฟรเซลําดับ{ } n x ที่กําหนดโดย ( )  1 

1  ( (1 ) ) n 
n n n n n x P T PT x x α α − 
+ = + − 

ลูเขาแบบออนไปยังจุดตรึงของการสง T 

บทสรุป 

การศกึษาการมจีรงิของจุดตรงึของการสงทัง้ทีเ่ปนการสงทีไ่มขยาย 
และการสงที่ไมขยายแบบเชิงเสนกํากับ  ก็คือ การพยายามกําหนด 
เงือ่นไขตางๆ ลงบนปรภิมู ิเพือ่ทําใหไดความจรงิทีส่ําคัญวาการสงนัน้ 
มจุีดตรงึ และเมือ่จุดตรงึของการสงมีจริงแลว การประมาณคาจดุตรงึ 
ของการสง กคื็อ การสรางระเบียบวิธีทําซ้ําสําหรบัประมาณคาจุดตรึง 
ของการสง โดยใหเงือ่นไขทีพ่อเพยีงบางอยางสาํหรบัการลูเขาแบบออน 
และแบบเขม ไปยังจุดตรงึของการสงนัน้ นอกจากการศกึษาการมจีรงิ 
ของจุดตรงึของการสง และการสรางระเบยีบวธิทีําซ้าํ สําหรบัประมาณ 
คาจุดตรึงของการสงทั้งที่เปนการสงที่ไมขยาย และการสงที่ไมขยาย 
แบบเชิ งเสนกํากับที่ ผู เขียนไดกล าวไว ในบทความนี้  ยังมีนัก 
คณิตศาสตรอีกเปนจํานวนมาก ที่ไดสรางและศึกษาระเบียบวิธีการ 
ทําซ้ําแบบใหมๆ เพือ่ประมาณคาจดุตรึง และจุดตรึงรวม (common 
fixed point) ของการสง ทั้งที่เปนการสงที่ไมขยาย และการสงที่ไม 
ขยายแบบเชิงเสนกํากับ ทั้งในปริภูมิฮิลเบิรต และในปริภูมิบานาค 
ทฤษฎีบทการลูเขาอยางออน และอยางเขมของแตละการทําซ้ําได 
ถกูสรางข้ึน  มีการศึกษาเงือ่นไขทีพ่อเพียงสําหรบัทฤษฎีบทการลูเขา 
อยางออนและอยางเขมเหลานั้น รวมไปถึงสราง และศึกษาระเบียบ 
วิธทีําซ้ําทั้งแบบชัดแจง (explicit) และแบบแฝง (implicit) หลายข้ัน 
ตอน สําหรบัวงศจํากดั (finite family) ของการสงทีไ่มขยายและการสง 
ทีไ่มขยายแบบเชงิเสนกํากับ และพสิูจนทฤษฎีบทการลูเขาอยางออน 
และอยางเขมของระเบยีบวิธีการทําซ้ําทีส่รางข้ึนไปยังจุดตรึง และจุด 
ตรงึรวมของวงศจํากดัของการสงเหลานัน้ ภายใตเงือ่นไขพอเพยีงบาง 
อยาง ย่ิงไปกวานัน้ นักคณิตศาสตรอีกเปนจํานวนมากยังไดนํานิยาม 
ทฤษฎีบท และองคความรูที่ไดจากการศึกษาการมีจริงของจุดตรึง 
ของการสงและการประมาณคาวิธีทําซ้ําของจุดตรึงของการสงไป 
ประยุกตใชสําหรบัการหาคําตอบของสมการทีส่ําคัญๆ ในสาขาตางๆ 
เชน นําไปประยุกตใชเกีย่วของกบัการแกปญหาในเรือ่งของสมการตัว 
ดําเนินการไมเชิงเสน (nonlinear operator equations) ในเรือ่งของแก 
ปญหาอสมการแปรผัน (variational inequality problem (VIP)) 
การแกสมการหาคําตอบของปญหาสมดุล (equilibrium problems 
(EP)) ปญหาการหาคาทีเ่หมาะที่สดุ (optimizations problems) และ 
ปญหานอยทีสุ่ด (minimizations problems) ทัง้ในปรภิมูฮิลิเบริตและ 
ปรภิมูิบานาค ซึง่เปนปญหาทีส่ําคัญและมปีระโยชนอยางมากในสาขา 
วชิาทางดานฟสกิส คณิตศาสตรประยุกต วศิวกรรม และสาขาทางดาน 
เศรษฐศาสตร ซึง่กลาวไดวางานวจัิยทางสาขานี ้เปนงานวจัิยทีน่าสนใจ 
เปนอยางย่ิง โดยผลที่ไดจากการศึกษา และการทําวิจัยทางดานนี้จะ 
เปนประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรู เชิงวิชาการ และมี 
ประโยชนอยางมากในการพฒันาทางดาน วทิยาศาสตรพืน้ฐาน (basic 
science) และวิทยาศาสตรเชิงประยุกต (apply science) อันถือเปน 

พื้นฐานที่สําคัญในการพัฒนาประเทศชาติ ตอไป 
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